Preuve

* Supposons la fonction f dérivable en a

ce qui signifie que la limite lim f(x)=r(a) est un nombre réel, noté f'(a).
—a

x—a X

Pour x réel au voisinage de a , distinct de a , posons

Ona

et pour x réel au voisinage de a, distinctde a,

L) o) ala)

X

Cette formule reste valable pour tout réel x au voisinage de a en posant u(a)=0.



« Supposons la fonction g dérivable en b= f(a).

est un nombre réel, noté g '(b).

ce qui signifie que la limite lim £ (v)-g(b)

y—b y—

Pour y réel au voisinage de b, distinct de b, posons

On a
limv(y)=0

et pour y réel au voisinage de b, distinct de b,

g(y)=g(b)+g'(b)x(y=b)+v(y)x(y=b) (**).

Cette formule reste valable pour tout réel y au voisinage de b en posant v(b)=0.



* Etudions la dérivabilité en a de la fonction go f, c'est-a-dire étudions la limite

lim gOf(x)—gOf(a) '
x—a X—d

Pour x au voisinage de a , posons y= f(x).

La fonction [ ¢étant dérivable en a, elle est continue en a, soit

lim f(x)=f(a)=b,

xX—a

de telle sorte que y= f(x) est au voisinage de b .

Par suite, pour x au voisinage de a,
gof(x)=glf ()]

= g( y) avec y=f (x) qui est au voisinage

=g(b)+g'(b)x(y—b)+v(y)X(y—b) (*¥)

De plus

y=b=f(x)=-f(a)

=f"(a)X(x—a)+u(x)x(x—a) (*

I1 s'ensuit que pour x au voisinage de a,

goflx)-g=fla)



=g'(b)x f'(a)x(x—a)
—I—g’(b)Xu(x)X(x—a)

—I—v(y)xf '(a)X(x—a)+v(y)><u(x)X(x—a) .

Ainsi, pour x au voisinage de a et distinct de a,

gof(x)=gofla)_ oo,

S = Xg'(b)+w(x)

T ()= ()xulx ) £ (a)xv ()l )xol).

Or, lorsque x tend vers a,

y:f(X) tend vers f(a):b

et puisque
limu(x)=0 et limv(y)=0
x—a y—b
on obtient
lim w(x)=0
puis
lim gof(x)_gof(a):fr(a)xgr(b)
x—a X—d



